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あらまし 本論文では，BSP（Bulk-Synchronous Parallel）モデル及び BSP∗ モデル上で選択問題を解く
並列アルゴリズムを提案する．BSPモデル及び BSP∗ モデルは，近年提案された並列計算モデルであり，最
近の並列計算において重要とされている通信コストを，同期周期 L，通信路帯域幅の逆数 g，パケットサ
イズ B といったパラメータにより表すことを可能にしたモデルである．本論文では，データ数 n の選択
問題に対し，p 個のプロセッサを用いて BSPモデル上で任意の整数 d (1 <= d <= log n) に対し内部計算時間
O(n

p
+d log p log log n+L log p log log n

log d
)，通信時間 O(g n

p
+(gd+L) log p log log n

log d
)，また，BSP∗ モデル上で内部

計算時間 O(n
p

+d log p log log n+L log p log log n
log d

)，通信時間 O(g( n
pB

+(n
p
)
1
7 (log p)

6
7 )+(gd+L) log p log log n

log d
)

の並列アルゴリズムを提案する．
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1. ま えが き

従来の並列アルゴリズムに関する研究は，共有メモ

リ型並列計算モデルでは PRAM（Parallel Random

Access Machine），分散メモリ型並列計算モデルでは

メッシュモデル，ハイパキューブモデル等の特定のネッ

トワーク構造をもつ並列計算モデルに関する研究が主

流であった．初期の並列計算機の多くが，低ビットの

並列処理専用に開発されたプロセッサを使って，短い

周期で同期をとりながら処理を行うものであったため，

これらの並列計算モデルでも 1 命令ごとの同期が仮

定されることが多かった．また，初期の並列計算機で

は，プロセッサの演算能力が低かったこともあり，プ

ロセッサ内部の演算に比べて，プロセッサ間の通信は

それほど考慮が必要とされず，上記の並列計算モデル

においても，通信コストの表現には重点がおかれてい
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なかった．

しかしながら，プロセッサ能力の向上に伴い，プロ

セッサ間の通信コストがプロセッサ内部の演算コスト

とともに，並列計算のコストにおける重要な要素と

なってきた．また，同時に多くのプロセッサが大部分

の処理を他のプロセッサと同期せずに処理を行う非同

期処理も主流となってきた．これらの特徴をもつ最近

の並列計算機に対しては，PRAMを代表とする従来

の並列計算モデルでは，アルゴリズムの評価を正確に

行うことが困難であり，これらの特徴に対応した新し

い並列計算モデルが望まれていた．

本論文では上記の要求に対応した並列計算モデルで

ある BSP（Bulk-Synchronous Parallel）モデル [9]，

及びその拡張モデルである BSP∗ モデル [2]を使用し

てアルゴリズムの提案を行う．BSPモデルは Valiant

により提案された並列計算モデルであり，通信コスト

を同期周期，通信命令実行時間を表す L，g という二

つのパラメータにより表すことが可能になっている．

また同期機構を仮定することにより，非常に緩い同期

の処理に対応可能なモデルである．BSP∗ モデルでは，

通信パケットサイズを表すパラメータ B を導入する

ことにより，より実際に即したアルゴリズムの計算量
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の検証を可能にしている．

本論文では，これらのモデル上で選択問題を解く並列

アルゴリズムの提案を行う．選択問題とは，全順序関係

をもつ n個のデータの集合 S と自然数 k (1 <= k <= n)

が与えられたときに，S の中から k 番目に小さい要素

を求める問題であり，多くのアプリケーションにおい

て，部分問題として利用されている基本問題である．

この選択問題に対しては，O(n) 時間の最適逐次アル

ゴリズム [8]が知られている．

選択問題に対する並列アルゴリズムとしては，以

下のものが知られている．Cole [3]は EREW PRAM

上で O(log n log∗ n) 時間（注 1）， n
log n log∗ n

プロセッサ，

CRCW PRAM上で O( log n log∗ n
log log n

) 時間， n log log n
log n log∗ n

プロセッサで選択問題を解く最適加速（注 2）な並列ア

ルゴリズムを示した．BSPモデル上では Gerbessio-

tisら [5]が内部計算時間 O(n
p

+ L log p)，通信時間

O(g n
2
3+δ

p
+L log p)で停止し，確率 1−O(n1−ρ)で解

を出力する p (1 <= p <= n
2/3+ζ)プロセッサの確率的並

列アルゴリズムを示した．ρ，δ，ζ は 0 < ζ < δ < 1/3，

ρ > 1 となる任意の定数である．BSP∗ モデル上では

Bäumkerら [1]がプロセッサ数 p = O( n
log4 n

)，c が

任意の定数のとき B <=
√

n
p
に対して内部計算時間

O(n
p

+ L log p)，通信時間 O( g
B

√
n
p

+ (L + g) log p)

となる確率 1 − 1
nc の確率的並列アルゴリズムを示し

た．以上のように，BSPモデル，及び BSP∗ モデル

では，選択問題を解く確率的なアルゴリズムは提案さ

れているが，決定性アルゴリズムは提案されていな

かった．

本論文では選択問題を解く以下の二つの決定性並列

アルゴリズムを示す．

（ 1） BSP モデ ル 上で 内 部 計 算 時 間 O(n
p

+ d log p log log n + L log p log log n
log d

)，通信時間 O(g n
p

+ (gd + L) log p log log n
log d

) のアルゴリズム．

（ 2） BSP∗ モデ ル 上で内部計算時間 O(n
p

+d log p log log n+L log p log log n
log d

)，通信時間 O(g( n
pB

+ (n
p
)

1
7 (log p)

6
7 ) + (gd + L) log p log log n

log d
) のアルゴリ

ズム．

ただし dは 1 <= d <= lognを満たす任意の整数であり，

かつプロセッサ数 p は 1 <= p <=
n

log n
である．（ 1）の

アルゴリズムの計算量は，g = d = O(1) のとき内部

計算時間，通信時間がともに O(n
p

+L log p log log n)

となり，プロセッサ数が小さい場合は，最適加速なア

ルゴリズムとなる．（ 2）のアルゴリズムも，d = O(1)，

g <= B = O(( n
p log p

)
6
7 ) の場合，内部計算時間，通信

時間がともに O(n
p

+ L log p log log n) となり，プロ

セッサ数が小さい場合は，最適加速なアルゴリズムと

なる．

2. 準 備

2. 1 BSPモデル及び BSP∗ モデル

2. 1. 1 定 義

BSP（Bulk-Synchronous Parallel）モデル [9] は

Valiant によって提案された非同期式並列計算モデ

ルであり，以下の構成要素からなる．

• 局所メモリをもつ複数のプロセッサ（本論文中

ではプロセッサ数を p とし，各プロセッサを Pi (1 <=
i <= p) で表す）

• プロセッサ間の 1対 1メッセージ通信を行う完

全結合網

• プロセッサ間の同期を実現するための同期機構

BSPモデル上での並列アルゴリズムは，各プロセッ

サが実行するプログラムにより表される．各プロセッ

サが実行するプログラムはスーパステップの列からな

る．各スーパステップは内部計算命令の列からなる内

部計算フェーズと，送信命令，受信命令の列からなる

通信フェーズで構成されており，各プロセッサはスー

パステップの命令を非同期に実行する．また，スー

パステップの命令を終了後，プロセッサ間でバリヤ同

期（注 3）をとり，次のスーパステップの実行に移る．メッ

セージの受信については，各スーパステップ中の通信

フェーズで送信されたメッセージは同一のスーパステッ

プの通信で受信されるが，そのメッセージはその次の

スーパステップ以降でしか利用できないと仮定する．

BSPモデルは以下の二つのパラメータにより，具体

的なネットワーク構造やメッセージ配送の仕組みを抽

象化している．

（注 1）：log∗ n = min{i| log(i) n <= 2}．ここで，log(i) n =

log(log(i−1) n), log(1) n = log n である．
（注 2）：並列アルゴリズムのプロセッサ数と時間計算量の積が最速の逐
次アルゴリズムの時間計算量と漸近的に等しいとき，その並列アルゴリ
ズムは最適加速な並列アルゴリズムであるという．
（注 3）：バリヤ同期とは，協調して動作する多数のプロセッサの歩調を
合わせることを目的とした同期プリミティブである．バリヤ同期を実行
して同期をとる場合，すべてのプロセッサがバリヤに到達するまでどの
プロサッサも実行を継続できず，封鎖される．
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• L：バリヤ同期周期

• g (<= L)：1個の送信命令又は受信命令の実行

に必要な時間

BSPモデル上の並列アルゴリズムの基本的命令の実

行時間について，以下のように仮定されている．

• 各プロセッサは 1単位時間に 1内部計算命令を

局所メモリにのみ基づいて実行する．

• メッセージ 1個の送信命令又は受信命令の実行

は g 単位時間で行われる．ただし，1 メッセージは 1

語からなるものとし，サイズ 1のメッセージと呼ぶ．

• あるスーパステップにおいて，すべてのプロ

セッサで命令の実行を終了してから L 時間以内にバ

リヤ同期がとられ，次のスーパステップの実行に移る．

よって，あるスーパステップにおいて，各プロセッサ

がたかだか w 個の内部計算命令，たかだか h 個の送

信命令又は受信命令を割り当てられた場合，そのスー

パステップの実行には O(w + gh + L) 時間かかる．

以降では簡単のために，各スーパステップは内部計

算命令のみ，あるいは送信命令及び受信命令のみから

なるとし，内部計算命令のみからなるスーパステップ

の実行時間を内部計算時間，送信命令及び受信命令

のみからなるスーパステップの実行時間を通信時間と

呼ぶ．

BSP∗ モデル [2]は Bäumkerらによって提案された

BSPモデルの拡張モデルであり，BSPモデルのパラ

メータに加えて以下のような通信パケットのサイズを

表すパラメータをもつ．

• B (>= 1)：通信パケットの最小サイズ

この拡張は，多くの並列計算機において，メッセー

ジがある特定のサイズの通信パケットとして伝達され

るという事実に基づいている．

また，この拡張による BSPモデルからの変更点は

以下のとおりである．

• 同じプロセッサに対する s 語のメッセージをサ

イズ s のメッセージとして送信又は受信できる．

• サイズ s のメッセージの送信命令又は受信命

令の実行は g� s
B
� 単位時間で行われる．よって各プ

ロセッサがたかだか w 個の内部計算命令，各サイズ

s1, s2, . . . , sh であるたかだか h 個のメッセージの送

信命令又は受信命令からなるスーパステップの実行に

は，O(w + g
∑h

i=1
� si

B
� + L) 時間かかる．

2. 1. 2 BSPモデル及び BSP∗ モデル上の基本ア

ルゴリズム

本論文中で提案する選択問題を解く並列アルゴリ

ズムでは，ブロードキャスト操作，接頭部演算操作，

ソーティング操作を行う BSPモデル上の並列アルゴ

リズムを利用する．各操作は BSPモデル及び BSP∗

モデル上では以下のように定義される．以下の定義で

は要素 a，各 ai，各 bi 等はいずれもサイズ 1である

とする．

［定義 1］（ブロードキャスト操作） ブロードキャスト

操作とは，ある 1プロセッサが保持する要素をすべて

のプロセッサに送信する操作である．

入力：値 a（プロセッサ P1 が保持する．）

出力：すべてのプロセッサが値 a を保持する．

［定義 2］（接頭部演算操作） 入力：n 個の要素列

(a1, a2, . . . , an)．各 Pi (1 <= i <= p) が

(a�(i−1) n
p
�+1, a�(i−1) n

p
�+2, . . . , a�i n

p
�) を保持する．

出力：各 j (1 <= j <= n)について，bj = a1◦a2◦· · ·◦aj

を満たす要素列 (b1, b2, · · · , bn)．各 Pi (1 <= i <= p)が

(b�(i−1) n
p
�+1, b�(i−1) n

p
�+2, . . . , b�i n

p
�) を保持する．

［定義 3］（ソーティング操作） ソーティング操作とは

要素を昇順に並べ替える操作である．

入 力：全 順 序 関 係 を も つ n 個 の 要 素 集 合

A = {a1, a2, . . . , an}．各 Pi (1 <= i <= p) が

(a�(i−1) n
p
�+1, a�(i−1) n

p
�+2, . . . , a�i n

p
�) を保持する．

出力：A のソート列 (b1, b2, . . . , bn)．各 Pi (1 <= i <=
p) が (b�(i−1) n

p
�+1, b�(i−1) n

p
�+2, . . . , b�i n

p
�) を保持す

る．

表 1にブロードキャスト操作，接頭部演算操作，ソー

ティング操作に関する既知の結果を示す．以下では内

部計算時間，通信時間をそれぞれ TI，TC と表す．

BSPモデルで計算量が f(n, p, g, L) であるアルゴ

リズムは，BSP∗ モデル上で同じ計算量 f(n, p, g, L)

表 1 BSPモデル上の基本操作に対する計算量
Table 1 The complexities for basic operations on the

BSP model.

操作 時間計算量 プロセッサ数 文献

ブロード
キャスト

TC : O((gd + L)
log p
log d

) p [9]

TI : O((d + L)
log p
log d

+ n
p ) p

接頭部演算

TC : O((gd + L)
log p
log d

) 1 <= p <= n

[9]

TI : O(
n log n

p + L
log n
log n

p
) p

ソーティング

TC : O((g n
p + L)

log n
log n

p
) 1 <= p <= n

[6]

TI：内部計算時間，TC：通信時間
d：1 <= d <= p の任意の定数
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で動作することが可能である，すなわち，BSP∗ モデ

ルにも表 1 の結果が適用できる．

また，表 1 中の Goodrichのソーティングアルゴリ

ズム [6]は，以下のような特性により，BSP∗ モデル

上では計算量が改善される．

Goodrichのソーティングアルゴリズム [6]は，各プ

ロセッサは 1 スーパステップで O(n
p
) 個の要素の送

信，及び受信を行い，また，O( log n
log n

p
) スーパステップ

で終了するので，BSPモデル上では，通信の計算量が

O((g n
p

+L) log n
log n

p
)となっている．しかしながら，この

アルゴリズムでは，各プロセッサが 1スーパステップで

送信するメッセージの送信先，及び受信するメッセー

ジの送信元のプロセッサ数はたかだか 2(n
p
)

1
7 である．

BSP∗ モデルでは，1スーパステップにおいて，d 個

のプロセッサに si 個（1 <= i <= d）ずつ送信するため

には，O(g
∑d

i=1
� si

B
�+L)の通信時間しか必要としな

い．また，各プロセッサは，1スーパステップで O(n
p
)

個の要素の送受信を行うので，
∑2( n

p
)
1
7

i=1 si = O(n
p
)で

ある．したがって，このソーティングアルゴリズムの

1スーパステップの通信時間は，

O


g




2( n
p

)
1
7∑

i=1

⌈
si

B

⌉+ L




= O

(
g

(
n

pB
+

(
n

p

) 1
7

)
+ L

)

となる．

したがって，以下の補題が得られる．

［補題 1］ ソーティング操作は BSP∗ モデル上で

TI : O

(
n logn

p
+ L

logn

log n
p

)

TC : O

((
g

(
n

pB
+

(
n

p

) 1
7
)

+ L

)
logn

log n
p

)

で実行できる．

2. 2 選 択 問 題

全順序関係をもつ要素集合 A = {a1, a2, . . . , an}に
対して，関数 rank(ai, A) (1 <= i <= n) を

rank(ai, A) = |{a ∈ A|a <= ai}|

と定義する．なお，簡単のために任意の i, j (1 <= i <

j <= n) について ai |= aj とする．このとき，選択問

題は以下のように定義される．

［定義 4］（選択問題） 選択問題は全順序関係をもつ

n 個の要素の集合 A と整数 k (1 <= k <= n) が与えら

れたときに，A の中で k 番目に小さい要素を求める

問題である．

入力：全順序関係をもつ n 個の要素集合 A = {a1,

a2, . . . , an}，及び，整数 k (1 <= k <= n)．各 Pi (1 <=
i <= p) が {a�(i−1) n

p
�+1, a�(i−1) n

p
�+2, . . . , a�i n

p
�} を，

Pp が k を保持する．

出力：ある一つのプロセッサが rank(a,A) = k を

満たす要素 a ∈ A を出力する．

3. 選択問題を解くアルゴリズム

3. 1 BSPモデル上のアルゴリズム

3. 1. 1 アルゴリズムの概要

本アルゴリズムは Vishkin によって提案された

EREW PRAM 上の並列アルゴリズム [10]をもとに

している．

選択問題はソーティング操作を用いて解くことがで

きるのは明らかである．しかし，一般にソーティング操

作の計算量は，選択問題を解く計算量よりも大きくな

る．BSPモデル上の並列アルゴリズムの場合も，表 1

のソーティングアルゴリズム [6]により，内部計算時

間 O(n log n
p

+ L log n
log n

p
)，通信時間 O((g n

p
+ L) log n

log n
p

)

でソートを行い，選択問題を解くことができるが，こ

の計算量では選択問題に対しては最適加速なアルゴ

リズムとはならない．そこで本アルゴリズムでは，

Viskin [10]のアルゴリズムの方針を用いて，k 番目で

はあり得ない要素を以下に述べる操作により取り除き，

対象要素数を n
log n

まで減少させた後にソーティング

操作を行う．このことにより，ソーティングのための

計算量を減らすことができ，最適加速なアルゴリズム

となる．

要素数を nから n
log n

に減らすための操作は，以下

のフェーズを反復することによって行う．まず，対象

要素の中から適当な要素 m を選び，対象要素集合を

m よりも小さいのものからなる集合，及び大きいもの

からなる集合に分割する．これらの 2集合について，

どちらに k 番目に小さい要素が含まれているかを計

算し，k 番目の要素が含まれていない方の集合を対象

要素から除外する．また，m が k 番目の要素であれ

ばそれを出力して停止する．本アルゴリズムでは，各
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プロセッサが保持する各要素の各中央値を求め，その

各中央値の中央値を上記の要素 m として用いる．こ

こで，要素集合 A = {a1, a2, . . . , an} の中央値とは，
rank(a,A) = �n

2
� を満たす要素 a ∈ A である．中央

値の中央値を分割の基準として利用することにより，

対象の要素数を 1回のフェーズで 1
c
（c は c > 1 を満

たす定数）以下にすることができるので，後述のとお

り O(log log n) のフェーズの反復により，対象要素数

は n
log n

以下となる．

3. 1. 2 分 配 操 作

BSPモデルは分散メモリ型の並列計算モデルである

ので，各プロセッサがどの要素を保持するかを考慮す

る必要がある．本アルゴリズムでは，各プロセッサが

保持する要素数を均等にするために，以下の分配操作

を使用する．

［定義 5］（分配操作） n個の要素が各 Pi (1 <= i <= p)

に ni 個ずつ保持されているとする．ただし，n =∑p

j=1
nj である．分配操作とは，各プロセッサがたか

だか �n
p
� 個，少なくとも �n

p
� 個の要素を保持するよ

うに要素を分配する操作である．

入力：n 要素からなる集合 A．各 Pi (1 <= i <= p)

は互いに素である集合 A の部分集合 Ai (|Ai| =

ni, A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪Ap = A) を保持する．

出力：n 要素からなる集合 A．各 Pi (1 <= i <= p)は互

いに素であるAの部分集合A′
i (A′

1∪A′
2∪. . .∪A′

p = A)

を保持する．ただし，各 Ai は �n
p
� <= |A′

i| <= �n
p
� を

満たすものとする．

以下に分配操作のアルゴルズムを示す．

［分配操作アルゴリズム］

（ 1） 接頭部演算操作を用いて各 i (1 <= i <= p) に

対し，si =
∑i

j=1
nj を計算する．

（ 2） 各 Pi (1 <= i <= p) が保持する ni 個

の要素からなる要素集合を Ai = {asi−ni+1,

asi−ni+2, . . . , asi} とする．各 Pi は保持する各要素

aj (si−ni+1 <= j <= si)を �(i′−1)n
p
�+1 <= j <= �i′ n

p
�

を満たす Pi′ に送信する．

（ 3） 各 Pi (1 <= i <= p)において（ 2）で受信した

要素の集合を A′
i とする．

［補題 2］ nmax = max{n1, n2, . . . , np} とする．任
意の定数 d (1 <= d <= p) に対して，先の分配操作は

BSPモデル上で，

TI : O

(
nmax + (d + L)

log p

log d

)

TC : O

(
gnmax + (gd + L)

log p

log d

)

で実行できる．

（証明） p 要素の接頭部和演算操作は，表 1 のアルゴ

リズム [6]を用いて，

TI : O

(
(d + L)

log p

log d

)
, TC : O

(
(gd + L)

log p

log d

)

で実行できる．また，（ 2）において，各プロセッサはたか

だか nmax 個の要素を送信し，たかだか �n
p
� (<= nmax)

個の要素を受信する．よって通信時間は O(gnmax+L)

である．また要素の送信先の決定に要する内部計算時

間は，O(nmax + L) である． ✷

3. 1. 3 アルゴリズム Selection

ここでは BSP モデル上で選択問題を解く p (1 <=
p <=

n
log n

) プロセッサのアルゴリズム Selection を

示す．

［アルゴリズム Selection］

（ 1） 各 Pi (1 <= i <= p)において，s := n，k′ := k

とする（s は，アルゴリズム中の対象要素数を，k′ は

見つけ出す要素のランクを表す）．

（ 2） s > n
log n

ならば，s <=
n

log n
以下のフェーズ

（2.1）～（2.6）を繰り返す．

（2.1） 各 Pi (1 <= i <= p) 上において，Ai の中央値

mi を求める．

（2.2）プロセッサ全体により，中央値集合 {m1,m2,

. . . ,mp} をソートし，中央値集合の中央値（m とす

る）を計算する．m を保持するプロセッサは，m を

すべてのプロセッサにブロードキャストする．

（2.3） 各 Pi (1 <= i <= p) 上において，Ai の要素を

以下のような二つの部分集合 A1
i，A2

i に分割する．

A1
i = {x ∈ Ai|x < m}, A2

i = {x ∈ Ai|x > m}

（2.4） 各 Pi (1 <= i <= p) 上において，A1
i のサイズ

|A1
i | を計算する．次に，プロセッサ全体により，その

和 s1 =
∑p

j=1
|A1

j | を計算し，s1 をすべてのプロセッ

サにブロードキャストする．

（2.5） 各 Pi (1 <= i <= p) 上において，以下を実行

する．

• （k′ < s1 + 1 の場合）Ai := A1
i，s := s1 と

する．

• （k′ > s1 + 1 の場合）k′ := k′ − (s1 + 1) とし，

Ai := A2
i，s := s− (s1 + 1) とする．

• （k′ = s1 + 1 の場合）P1 は m を出力し，アル
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ゴリズムを停止する．

（2.6） 各プロセッサが保持する要素 Ai (1 <= i <= p)

に対し，分配操作を行う．分配操作後の各プロセッサ

が保持する要素を Ai とする．

（ 3） すべてのプロセッサを用いて，要素集合

A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ap をソートし，k′ 番目の要素を

保持するプロセッサがその要素を出力する．

3. 1. 4 正当性の証明

アルゴリズムが停止すれば，その出力が選択問題の

解であることはアルゴリズムより明らかであるので，

ここではアルゴリズムの停止性のみを示す．このため

に，（ 2）の繰返し回数がたかだか O(log logn)である

ことを示す．

以下では（2.1）から（2.6）までの 1回の実行を 1

反復フェーズと呼ぶ．

［補題 3］ Selectionの各反復フェーズ中の（2.4）終

了時， 1
6
s− 1 < s1 < 5

6
sが成り立つ．

（証明） A を（ 2）の各反復フェーズの開始時点の要

素集合 A = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ap とする．このとき，

s = |A| である．
各反復フェーズの（2.4）終了時の s1 に対して，

s1 = rank(m,A) − 1 であるので，補題を示すには
1
6
s < rank(m,A) < 5

6
s + 1 を示せばよい．

s の値により場合分けを行う．

（ i ） s < 3p のとき

mは {m1,m2, . . . ,mp}の中央値であるので，Aの

要素のうち m 以下の要素は少なくとも � p
2
� 個存在

する．s < 3p より，rank(m,A) >= � p
2
� > s

6
が成り

立つ．

同様に，m より大きい要素は少なくとも � p
2
� 個存

在する．したがって s − rank(m,A) >= � p
2
� > s

6
− 1

が成り立つ．

（ ii） s >= 3p のとき

m は {m1,m2, . . . ,mp} の中央値であるので，
{m1,m2, . . . ,mp}の要素のうち m 以下の要素は � p

2
�

個存在する．また，各 mi (1 <= i <= p)は Ai の中央値

であるので Ai の要素のうち mi 以下の要素は � 1
2
� s

p
��

個存在する．したがって Aの要素のうちm以下の要素

は少なくとも � p
2
�� 1

2
� s

p
�� 個存在する．ここで s <= 3p

より � p
2
�� 1

2
� s

p
�� > p

2
( s
2p

− 1
2
) >=

p
2
( s
2p

− s
6p

) = s
6
が

成り立つので， rank(m,A) > s
6
が成り立つ．

同様に，{m1,m2, . . . ,mp}の要素のうち m 以上の

要素は � p
2
�+1個存在すること，及び，Bi (1 <= i <= p)

の要素のうち mi 以上の要素は � 1
2
� s

p
�� + 1 個存在す

ることから s− rank(m,A) > s
6
− 1 が成り立つ．

以上より s
6
< rank(m,A) < 5s

6
+ 1 となる． ✷

［補題 4］ アルゴリズム Selectionの（ 2）の反復フ

ェーズ数は O(log logn) である．

（証明） 補題 3 より，第 j 番目の反復フェーズ開始

時点の要素集合 A の要素数 s は s < n( 5
6
)j−1 とな

る．よって O(log logn) 回の反復により s <=
n

log n
と

なる． ✷

3. 1. 5 計 算 量

［定理 1］ 任意の整数 d (1 <= d <= logn) に対して，

アルゴリズム Selectionは BSPモデル上で，

TI : O

(
n

p
+ d log p log log n + L

(
log p log log n

log d

))

TC : O

(
g
n

p
+ (gd + L)

log p log log n

log d

)

で選択問題を解く．

（証明） アルゴリズムの各ステップの計算量を評価

する．

（ 1）は各 Pi において定数個の内部計算であるので，

TI : O(L) で実行できる．また，（ 3）はたかだか n
log n

個の要素のソーティング操作であり，表 1 のソーティ

ングアルゴリズム [6]を用いると，

TI : O

(
n

log n
log n

log n

p
+ L

log n
log n

log
n

log n

p

)

= O

(
n

p
+ L

log n
p log n

+ log p

log n
p log n

)

= O

(
n

p
+ L log p

)

TC : O

((
g

n
log n

p
+ L

)
×

log n
log n

log
n

log n

p

)

= O

(
g
n

p
+ L log p

)

で実行できる．

したがって以下では（ 2）の計算量のみについて検

証する．まず 1反復フェーズの計算量を評価する（s

は各反復フェーズ開始時点の要素数である）．

（2.1）の各プロセッサ上の中央値の計算は，既知の

逐次アルゴリズム [8]を用いて内部計算時間 O( s
p

+L)

で求められる．また，（2.3）のソーティング操作を除
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いたその他のステップは，前述のブロードキャスト操

作，接頭部和演算，分配操作，及び，O( s
p

+ L) 時間

の内部計算により実現されているので，

TI : O

(
s

p
+ (d + L)

log p

log d

)
,

TC : O

(
g
s

p
+ (gd + L)

log p

log d

)

で実行できる．

（2.2）のソーティング操作は，以下のように実現す

る．各プロセッサ一つずつの要素をすべてのプロセッ

サを使って表 1 のアルゴリズム [6]によりソートする

と，O(L log p) の通信時間がかかることになり，効率

が悪い．そこで，最初に，要素を � p
d
�（注 4）個のプロセッ

サに集め，少ないプロセッサ数によりソートを行うこ

とにより，通信時間を減らす．具体的には，以下のよ

うな操作を行う．

（2.3.1） 各 Pi (1 <= i <= p) は mi を P� i
d
� に送信

する．

（2.3.2） Pi (1 <= i <=
p
d
) を用いて，{m1,m2, . . . ,

mp} をソートする．
（2.3.3） {m1,m2, . . . ,mp} の中央値を保持するプ
ロセッサが，その中央値をブロードキャストする．

以上の操作により，（2.3）の計算量は，表 1 のソー

ティングアルゴリズム [6]を，要素数 p，プロセッサ数

� p
d
� で実行した計算量となるので，

TI : O

(
p log p

� p
d
� + L× log p

log p

� p
d
�

)

= O

(
d log p + L

log p

log d

)

TC : O

((
g

p

� p
d
� + L

)
× log p

log p

� p
d
�

)

= O

(
(gd + L)

log p

log d

)

となる．

以上より（ 2）の 1反復フェーズは

TI : O

(
s

p
+ d log p + L

log p

log d

)
,

TC : O

(
g
s

p
+ (gd + L)

log p

log d

)

である．

以下で，（ 2）全体の計算量を考える．（ 2）の j 回目

の反復フェーズの開始時点の A の要素数 s を s(j) と

する．補題 3 より，s(j) < ( 5
6
)j−1nであり，また，補

題 4 より，（ 2）は O(log logn) フェーズ繰り返される

ので，（ 2）の計算量は，

TI : O

(
log log n∑

j=1

(
s(j)

p
+ d log p + L

log p

log d

))

= O

(
log log n∑

j=1

((
5

6

)j−1 n

p
+ d log p + L

log p

log d

))

= O

(
n

p
+ d log p log log n + L

log p log log n

log d

)

TC : O

(
log log n∑

j=1

(
g
s(j)

p
+ (gd + L)

log p

log d

))

= O

(
log log n∑

j=1

(
g
(

5

6

)j−1 n

p
+ (gd + L)

log p

log d

))

= O

(
g
n

p
+ (gd + L)

log p log log n

log d

)

となる．

仮定する d <= logn の範囲（注 5）においては，

log log n >= log d であり，（ 3）のソートの計算量よ

り（ 2）の計算量の方が漸近的に大きいので，アルゴ

リズム全体の計算量も上記の計算量となる． ✷

定理 1 より，selection は p log p <=
n log d

L log log n
，

g = O(1)のとき内部計算時間，通信時間ともに O(n
p
)

となり，最適加速となることが示される．

3. 2 BSP∗ モデル上のアルゴリズム

3. 2. 1 アルゴリズムの概要

BSP∗ モデル上で選択問題を解く並列アルゴリズ

ム Selection∗ は前述の Selectionにおける分配操作を

BSP∗ 用に改良したアルゴリズムである．

BSP∗ モデルでは異なるプロセッサにそれぞれサイ

ズ 1のメッセージを s 個送信するのに gs 単位時間

要するが，同一のプロセッサにサイズ s のメッセー

ジ 1個の送信は g� s
B
� 時間で実行できる．すなわち，

BSP∗ モデルではサイズの小さいメッセージを多数の

プロセッサに対し送信または受信することは非効率的

である．Selectionで用いられる分配操作では各プロ

（注 4）：d はブロードキャスト演算等の d と同じ値を用いる．
（注 5）：プロセッサ数が多い場合でも，内部計算時間を n の対数以下に
するために仮定．
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セッサはたかだかサイズ 1のメッセージを �n
p
� 個の

プロセッサから受信することがある．

Selection∗ では分配操作の代わりに各プロセッサの

保持する要素数をある程度均等にする擬似分配操作を

用いることにより通信時間を改善する．

3. 2. 2 擬似分配操作

［定義 6］（擬似分配操作） n 個の要素が各 Pi (1 <=
i <= p) に ni 個ずつ保持されているとする．ただし，

n =
∑p

j=1
nj である．擬似分配操作とは，各プロセッ

サがたかだか 1
2

n
p

+ �n
p
� 個，少なくとも 1個の要素を

保持するように要素を分配する操作である．

入力：n 要素からなる集合 A．各 Pi (1 <= i <= p)

は互いに素である集合 A の部分集合 Ai (|Ai| =

ni, A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪Ap = A) を保持する．

出力：n 要素からなる集合 A．各 Pi (1 <= i <= p)は互

いに素であるAの部分集合A′
i (A′

1∪A′
2∪. . .∪A′

p = A)

を保持する．ただし，各 A′
i は 1 <= |A′

i| <= 1
2

n
p

+ �n
p
�

を満たすものとする．

以下に BSP∗ モデル上での擬似分配操作のアルゴル

ズムを示す．

［擬似分配操作アルゴリズム］

（ 1） 接頭部演算操作を用いて各 i (1 <= i <= p) に

対し，si =
∑i

j=1
nj を計算する．

（ 2） 各 Pi (1 <= i <= p)が保持する ni 個の要素を

{asi−ni+1, asi−ni+2, . . . , asi} とする．各 Pi におい

て以下の操作を行う．

• （ni >=
1
2

n
p
の場合）各 Pi は保持する各要素

aj (si−ni+1 <= j <= si)を �(i′−1)n
p
�+1 <= j <= �i′ n

p
�

を満たす ai′ に送信する．

• （ni <
1
2

n
p
の場合）各 Pi (1 <= i <= p)は保持す

る各要素 aj (si − ni + 1 <= j <= si) のうち，ある i′

に対し j = �(i′ − 1)n
p
� + 1 となる aj を Pi′ に送信

する．

（ 3） 各 Pi において，（ 2）で受信した要素と未送

信の要素からなる集合を A′
i とする．

［補題 5］ 擬似分配操作アルゴリズム実行後，各

Pi (1 <= i <= p) において 1 <= |A′
i| <=

1
2

n
p

+ �n
p
�

が成り立つ．

（証明）擬似分配操作において，各 Piは {a�(i−1) n
p
�+1,

a�(i−1) n
p
�+2, . . . , a�i n

p
�}の部分集合を受信し，このう

ち a�(i−1) n
p
�+1は必ず受信する．また，未送信の要素数

は 1
2

n
p
より少ない．したがって，1 <= |A′

i| <= 1
2

n
p

+�n
p
�

が成り立つ． ✷

［補題 6］ nmax = max{n1, n2, . . . , np} とする．任
意の定数 d (1 <= d <= p) に対して，BSP∗ モデル上で

の擬似分配操作の計算量は

TI : O

(
nmax + (d + L)

log p

log d

)

TC : O

(
g
nmax

B
+ (gd + L)

log p

log d

)
である．

（証明）（ 1），（ 3）は BSPモデル上の分配操作と同じ

で，TI : O(nmax+(d+L) log p
log d

)，TC : O((gd+L) log p
log d

)

である．

（ 2）において，各 Pi (1 <= i <= p) は連続したプロ

セッサに対して要素を送信する．Pi が要素を送信する

連続した j 個のプロセッサを Pi′ , Pi′+1, . . . , Pi′+j−1

とする．Pi はたかだか nmax 個の要素を保持し，

Pi′+1, Pi′+2, . . . , Pi′+j−2 へは少なくとも �n
p
� 個の要

素を送信する．よって，各 Pi はたかだか nmax 個

の要素を一つのプロセッサに �n
p
� 個ずつ，たかだか

nmax

n

p
� + 2プロセッサに対して送信する．また，各 Pi

はたかだか �n
p
� 個の要素をたかだか � n

p
�

1
2

n
p

+ 2 プロ

セッサから受信する．

よって

TI : O(nmax + L)

TC : O

(
g

(
nmax⌊

n
p

⌋ + 2 +

⌈
n
p

⌉
1
2

n
p

+ 2

)⌈
n

pB

⌉
+ L

)

= O
(
g
(
nmax

B
+ 1
)

+ L
)

である． ✷

3. 2. 3 アルゴリズム Selection∗

アルゴリズム Selectionの（2.6）を以下の（2.6）′に

変更する．また，（ 3）でソートが行われる前には要素

は均等に分配されてなければならないので，ダミー要

素を加え要素を均等にするために，（ 3）の直前に以下

の（3.0）を挿入する．

（2.6）′ すべてのプロセッサが保持する要素に対して擬

似分配操作を行う．

（3.0） 各 Pi において，保持する要素に 3
2

n
p log n

−|Ai|
個のダミー要素を加える．

3. 2. 4 正当性の証明

アルゴリズム Selection∗ には，アルゴリズム Selec-

tionの正当性の証明と同様にして以下の補題 7，補

題 8 が成り立つ．
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［補題 7］ Selection∗ の各反復フェーズ中の（2.4）終

了時， 1
12
s + 1 < s1 < 11

12
sが成り立つ．

［補題 8］ Selection∗ の（ 2）の反復フェーズ数は

O(log log n) である．

3. 2. 5 計 算 量

［定理 2］ 任意の整数 d (1 <= d <= logn) に対して，

アルゴリズム Selection∗ は，BSP∗ モデル上で，

TI : O

(
n

p
+ d log p log log n + L

(
log p log log n

log d

))

TC : O

(
g

(
n

pB
+

(
n

p

) 1
7

(log p)
6
7

)

+ (gd + L)
log p log log n

log d

)

で選択問題を解く．

（証明） s を（ 2）の各反復フェーズの開始時点の要

素数とする．

以下では BSPモデルの場合と計算量の異なる部分

について検証する．

（2.3）における � p
d
�プロセッサによる p 要素のソー

トは補題 1 より，

TI : O

(
d log p + L

log p

log d

)
,

TC : O

((
g
(
d

B
+ d

1
7

)
+ L
)

log p

log d

)

で実行できる．

また，（2.6）′の擬似分配操作については，max{|A1|,
|A2|, . . . , |Ap|} = O( s

p
) なので，補題 6 より，

TI : O

(
s

p
+ (d + L)

log p

log d

)

TC : O

(
g

s

pB
+ (gd + L)

log p

log d

)

で実行できる．

以上より，（ 2）の 1反復フェーズは

TI : O

(
s

p
+ d log p + L

log p

log d

)

TC : O

(
g

s

pB
+ (gd + L)

log p

log d

)

で実行できるので，（ 2）全体の計算量は

TI : O

(
n

p
+ d log p log log n + L

log p log log n

log d

)

TC : O

(
g

n

pB
+ (gd + L)

log p log log n

log d

)
となる．

また，（3.0）については，たかだか 3
2

n
p log n

個のダ

ミー要素の挿入であるから，TI : O( n
p log n

+ L) で

ある．

最後の（ 3）については， n
log n

要素のソーティング

操作であるので，補題 1 より BSP上のソーティング

操作と同様に計算すると，

TI : O

(
n

p
+ L log p

)

TC : O

(
g

(
n

pB
+

(
n

p

) 1
7

(log p)
6
7

)
+ L log p

)

となる． ✷

定理 2より，selection∗ は p log p <=
n log d

L log log n
, g =

O(B), B <= ( n
p log p

)
6
7 のとき，内部計算時間，通信時

間とも最適加速となることが示される．

4. む す び

本論文では選択問題を解く以下の二つの決定性並列

アルゴリズムを示した．

（ 1） BSP モデル上で内部計算時間 O(n
p

+

d log p log log n + L log p log log n
log d

)，通信時間 O(g n
p

+

(gd + L) log p log log n
log d

) のアルゴリズム．

（ 2） BSP∗ モデル上で内部計算時間 O(n
p

+

d log p log log n+L log p log log n
log d

)，通信時間 O(g( n
pB

+

(n
p
)

1
7 (log p)

6
7 )+(gd+L) logp log log n

log d
)のアルゴリズム．

ただし dは 1 <= d <= lognを満たす任意の整数であり，

かつプロセッサ数 pは 1 <= p <=
n

log n
である．（ 1）のア

ルゴリズムの計算量は，g = d = O(1) のとき内部計

算時間，通信時間がともに O(n
p

+ L log p log log n)

となり，プロセッサ数が小さい場合は，最適加速

なアルゴリズムとなる．（ 2）のアルゴリズムも，

d = O(1), g <= B = O(( n
p log p

)
6
7 ) の場合，内部計

算時間，通信時間がともに O(n
p

+L log p log log n)と

なり，プロセッサ数が小さい場合は，最適加速なアル

ゴリズムとなる．

今後の課題としては p，g の制限を考慮し，より大

きな p，g に対して最適加速なアルゴリズムを得るこ

とが考えられる．
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