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あらまし 共有メモリマルチプロセッサシステム，特に，システム内のすべてのプロセッサが大域パルスを共
有するフェーズ内システムにおける故障耐性をもつ時計合せプロトコルを考察する．フェーズ内システムでは，
正常なプロセッサはパルス発生時に同期して動作を行う．フェーズ内システムにおいて，パルス発生時にプロ
セッサが動作しないような故障を居眠り故障と呼ぶ．居眠り故障の起こるフェーズ内システムにおいて，同期時
間と呼ばれるある特定パルス以上正常に動作し続けているすべてのプロセッサ同士の局所時計の時刻を一致させ
るプロトコルを無待機時計合せプロトコルと呼ぶ．これまで，フェーズ内システムにおける無待機時計合せプロ
トコルとして，同期時間 4n2 − 3n − 1 のプロトコルが提案されていた（n:プロセッサ数）．本論文では，同期時
間 12n の無待機時計合せプロトコルを提案する．また，無待機時計合せプロトコルの同期時間の下界が n − 1

であることを証明し，本論文で提案するプロトコルが同期時間に関してオーダ的に最適であることを示す．
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1. ま えが き

マルチプロセッサシステムにおける重要な問題の一

つに，プロセッサ間の同期を実現することがある．プ

ロセッサ間の同期をとるための手段として，大域時計

がよく用いられる．しかし，全プロセッサが共通の一

つの時計を参照する方法では，その時計が故障すれば

どのプロセッサも大域時計を利用できなくなるという

欠点があり，システム全体の信頼性は低い．そこで，

各プロセッサが個別に時計を実現し，これらの時計を

同期させるという方法が提案されている [1]～[4]．こ

の方法では，各プロセッサが個別に時計を実現するた

め，一部のプロセッサが故障しても正常なプロセッサ

間で時計を同期するように実現するといった故障耐性

をもたせ，信頼性を上げるということが考えられる．

このような状況で，各プロセッサが管理する局所時計

を同期させるプロトコルを時計合せプロトコルと呼ぶ．

故障プロセッサが存在するシステムにおける時計合
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せ問題は多くのアプリケーションにとって重要であり，

またそれ自体も興味深い問題である．時計合せ問題

は，これまで様々なモデルのもとで，様々な結果が示

されている（ [1], [2]など）．本論文では，各プロセッ

サが共通の大域パルスを共有するフェーズ内システム

（ in-phase system）（図 1）における時計合せプロト

コルを考察する．故障プロセッサが存在するフェーズ

内システムのもとでの時計合せプロトコルは，Dolev

らによって提案された [3]．Dolevらは，プロセッサの

故障として任意時間動作を停止した後に動作停止に気

づかずに動作を再開するという居眠り故障（napping

fault）を対象としている．彼らのプロトコルは，ある

定数 k に対し，以下の二つの条件を保証する．(1) k

パルスの間，正常に動作し続けたプロセッサは，それ

以降正常に動作し続ける限り，局所時計の値は各パル

スで 1ずつ増える．(2) k パルスの間，正常に動作し

続けた二つのプロセッサの局所時計の値は一致する．

このプロトコルは，各プロセッサは少なくとも k パ

ルス動作し続ければ他のプロセッサの動作にかかわ

らず局所時計の値を一致させることができるという

意味で，無待機時計合せプロトコル（wait-free clock
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図 1 フェーズ内システム
Fig. 1 In-phase system.

表 1 フェーズ内システムにおける無待機時計合せプロト
コル

Table 1 Wait-free clock synchronization protocols on

an in-phase system.

同期時間
上界 下界

Dolevら [3] 16n2 + n − 1

Papatriantafilouら [4]� 4n2 − 3n − 1

本論文 12n n − 1

� 自己安定無待機時計合せプロトコル

synchronization protocol）と呼ばれる．ここで，定

数 k を同期時間（synchronization time）と呼ぶ．無

待機時計合せプロトコルでは，居眠り故障を起こすプ

ロセッサも k パルス正常に動作し続ければ局所時計

を同期させることができ，また，任意個のプロセッサ

が居眠り故障を起こす場合でも故障プロセッサの動作

に影響されることなく局所時計を同期させることがで

きる．

過去に提案されたフェーズ内システムにおける無待

機時計合せプロトコルを表 1に示す．Dolevらは，同

期時間 16n2 + n− 1（n:プロセッサ数）の無待機時計

合せプロトコルを提案した [3]．また，任意の初期シス

テム状況から開始する実行においても大域時計を実現

する自己安定無待機時計合せプロトコルとして，Dolev

らは同期時間 8n3 + n − 1 の自己安定無待機時計合

せプロトコルを提案した [3]．また，Papatriantafilou

らは，同期時間 4n2 − 3n − 1 の自己安定無待機時計

合せプロトコルを提案した [4]．本論文では，同期時間

12n の無待機時計合せプロトコル WCS の提案をし，

プロトコル WCS の同期時間がオーダ的に最適であ

ることを示す．

2. 諸 定 義

本章でシステムのモデル，無待機時計合せ問題を定

義する．本論文で用いるシステムのモデル，無待機時

計合せ問題の定義は，文献 [3], [4]のものと同じである．

n 個のプロセッサからなる共有メモリマルチプロ

セッサシステムを考える．プロセッサは共有変数を介

してのみ通信を行うことができる．共有メモリマルチ

プロセッサシステム S を S = (P ,V)で定義する．こ

こで，P はプロセッサの集合，V は共有変数の集合
である．プロセッサは 0から n − 1 までの相異なる

識別子をもつとし，識別子 i のプロセッサを Pi と表

す．また，各共有変数は，所有者と呼ばれるある 1プ

ロセッサのみが書込みをでき，すべてのプロセッサが

読出しをできるとする．各プロセッサは状態機械とし

てモデル化される．状態 s のプロセッサ Pi は，以下

の (1)から (2)の動作を 1ステップの操作として行い，

次の状態 s′ に遷移する．(1) 状態 s により決定する

プロセッサ Pj が所有するすべての共有変数を読み出

す（注 1）．(2) 状態 s と Pj が所有する共有変数の値を

もとに，Pi が所有する共有変数を更新し，状態 s′ に

遷移する．

本論文では，フェーズ内システムと呼ばれる同期式

マルチプロセッサシステムを扱う．フェーズ内システ

ムとは，全プロセッサが共通の大域パルスを共有する

システムであり，全プロセッサは大域パルスを受けた

ときに 1ステップの動作を同期して行う．ただし，本

論文では後で述べる居眠り故障を考慮し，各パルスで

全プロセッサが動作するとは限らないとする．システ

ム S の大域状況を，全プロセッサと全共有変数の状
態の組で表す．以降，このシステムの大域状況のこと

を，単に状況という．システムの実行は，状況と各パ

ルスで動作したプロセッサの集合の無限または有限交

代列 E = c0π1c1 · · ·で表すことができる．ここで，各
ct は状況を表し，特に c0 は各プロセッサ，共有変数

の特定の初期状態からなる初期状況を表す．また，πt

は t 番目のパルス発生時に 1ステップの動作したプロ

セッサの集合を表す．実行 E は，有限であるときはあ

る状況 cend で終わる．この実行 E は，各 t に対し，

πt に属する各プロセッサが ct−1 をもとに同期して 1

ステップの動作を行い，状況が ct になったことを意

味する．また，t 番目のパルスが発生した（大域）時

刻を時刻 t と呼ぶ．また，状況 ct での変数 Pi.x の値

を Pi.x(t) で表す．

プロセッサ Pi について，Pi /∈ πt のとき，Pi は

（注 1）：実際的には，各プロセッサに対し一つの共有メモリセルが割り
当てられており，各プロセッサは自分のセルを複数のフィールドに分割
して使用する．プロセッサは各共有変数をフィールドに割り当てること
により，所有するすべての共有変数が一つのセルに格納できるとする．
プロセッサ Pi は，状態 s により決定するプロセッサ Pj のセルの読出
しを行うことにより，Pj が所有するすべての共有変数を読み出すこと

ができる．
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時刻 t で居眠り故障した，または単に居眠りした

という．Pi が時刻 t で居眠りしたならば，Pi は時

刻 t では全く動作をしない．すなわち，ct−1 と ct

における Pi の状態と Pi が所有する共有変数の値

は変わらない．システム S の実行 E = c0π1c1 · · ·
に対して，プロセッサ Pi が時刻 t まで連続して動

作したパルス数を work(Pi, t) と表す．すなわち，

work(Pi, t) = max{l|Pi ∈ ⋂
t−(l−1)<=t′<=t

πt′} であ
り，work(Pi, t) = u のとき Pi が区間 [t − u + 1, t]

で居眠りすることなく動作し続けたことを意味する．

ただし，Pi /∈ πt のときは，work(Pi, t) = 0 と定義

する．

次に，フェーズ内システムにおける無待機時計合せ

問題を定義する．各プロセッサ Pi は，Pi の局所時計

を表す共有変数 Clock をもつとする．任意の時刻 t

に対し，t まで連続して動作したパルス数がある定数

以上であるような任意のプロセッサ Pi, Pj の局所時

計の値が一致し，以降 Pi が動作し続ける限り局所時

計の値が 1パルスごとに 1ずつ増えることを保証する

プロトコルを無待機時計合せプロトコルという．

［定義 1］ ある正整数 k に対し，任意の実行が次の二

つの条件を満たすようなプロトコルを同期時間 k の無

待機時計合せプロトコルという．

(i) 調整完了性（Adjustment）： 任意の t >= 1, 任

意のプロセッサ Pi に対し，work(Pi, t) >= k+ 1 なら

ば，Pi.Clock(t) = Pi.Clock(t− 1) + 1 が成り立つ．

(ii) 一致性（Agreement）： 任意の t >= 1, 任意の

プロセッサ Pi, Pj に対し，work(Pi, t) >= k,work

(Pj , t) >= k ならば，Pi.Clock(t) = Pj .Clock(t) が

成り立つ． ✷

3. 無待機時計合せプロトコル

本章で，フェーズ内システムにおける同期時間 12n

の無待機時計合せプロトコルWCSを提案する．プロ

セッサ Pi のプログラムを図 2 に示す．図 2 では，共

有変数を Clockのように大文字で始まる変数名で表す．

また，各プロセッサの状態を局所変数の集合で表し，

局所変数を curのように小文字で始まる変数名で表す．

特に変数 curは，共有変数を読み出すプロセッサの識

別子を表す変数である．

3. 1 プロトコル WCS

3. 1. 1 全体の流れ

本プロトコルでは，各プロセッサ Pi は以下の二つ

のモードをもつ．

• 調整中モード（adjusting mode）

• 調整済モード（adjusted mode）

また，調整中モードは三つのピリオド，準備ピリオド

（4n ステップ），調査ピリオド（n ステップ），調整ピ

リオド（n ステップ）から構成される．初期状況では，

全プロセッサが調整中モードの準備ピリオドにいる．

調整中モードにあるプロセッサ Pi は，手続き adjust

に従って時計調整を行っていき，やがて調査ピリオド，

調整ピリオドへ移行する．調整ピリオドにおいて手続

き check adjustedにより時計調整が終了したと判定し

たならば，調整済モードへ移行する．調整済モードに

あるプロセッサは，ステップごとに局所時計の値を 1

ずつ増やす．また，プロセッサ Pi はすべてのステップ

において Pi 自身及び他のプロセッサの居眠りのチェッ

クを行う（手続き check nap）．時計調整を始めてか

ら居眠りをしたプロセッサは，調整中モードにおける

時計調整を正しくできない，または，調整済モードに

おいて正しい時計の値を維持できないことになる．そ

こで，自分の居眠りを検知した場合，プロセッサ Pi

は手続き partial resetを行い，準備ピリオドの始めか

ら時計調整をやり直す．また，他のプロセッサ Pj の

居眠りを検知したならば，共有変数を通して Pj に知

らせる．

本プロトコルにおける時計調整のアイデアを図 3に

示す．プロセッサ Pi が調整中モードで時計調整を開

始してから次に故障を検知して partial resetを行うま

での区間を世代と呼ぶ．各プロセッサは，現在の世代

でのステップ数を表す共有変数Work count を使う．

時計調整を開始したプロセッサは，現在の世代を自分

より早く始めたプロセッサをWork countにより調べ

る．図 2に示すように，現在の世代を後から始めたプ

ロセッサは，自分より早く始めたプロセッサの局所時

計だけをもとにして時計調整を行う．

以下，調整中モードにおける手続き adjust による時

計調整の詳細について説明し，次に手続き check nap

による居眠りのチェックについて説明する．

3. 1. 2 時計調整（手続き adjust）

調整中モードにいるプロセッサは，準備ピリオド，

調査ピリオドでは共有変数の読出しがその所有プロ

セッサの識別子が巡回する順序の繰返しになるように

ステップを続け，調整ピリオドではプロトコルに従っ

て読出しの順序を変更する．調査ピリオドで，他のプ

ロセッサがそのときの世代を始めた時刻を調べる．調

整ピリオドでは，自分より早く世代を始めた他のプロ
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図 2 プロトコルWCS

Fig. 2 Protocol WCS .

図 3 プロトコルWCSのアイデア
Fig. 3 Idea of protocol WCS .

102



論文／共有メモリマルチプロセッサシステムにおける同期時間最適な無待機時計合せプロトコル

セッサの局所時計と自分の局所時計を一致させる．ま

た，4n ステップの準備ピリオドは，調査ピリオドで

他のプロセッサが時計調整を始めた時刻を正しく調べ

られることを保証するために必要とする（補題 1）．

調査ピリオドでは，プロセッサPiは Pj .Work count

により，Pi が世代を始めた時刻に対する，Pj がその

ときの世代を始めた相対時刻を調べる．ただし，Pi が

Pj の居眠りを検知したならば，Pj は遅くとも次に Pi

の共有変数を読み出すステップで partial resetを行う

ので，Pi は Pj を時計調整を遅く開始したプロセッ

サとして扱う．調整ピリオドでは，その所有者が時計

調整を始めた時刻の順に共有変数を読み出す．その順

序を知るため，調査ピリオドの最後のステップで手続

き sort listにより Pi より早く時計調整を始めたプロ

セッサを時計調整を開始した時刻の順にソートし，そ

の結果を配列 listに格納する．ただし，同時刻に時計

調整を開始したプロセッサが複数存在するならば，識

別子により順序を付ける．Pi より早く時計調整を始

めたプロセッサがなければ，手続き check adjustによ

り，このステップで Pi は調整ピリオドに入ることな

く調整済モードへ移行する．

調整ピリオドでは，Pi はまず最も早く時計調整を始

めたプロセッサ，すなわち listの先頭にあるプロセッ

サの局所時計に自分の時計を合わせる．その後，原則

として listの順に，Pi より早く時計調整を始めた他の

プロセッサの局所時計と自分の局所時計が一致してい

ることを確認していく．調整ピリオドのステップは以

下のように行う．以下では，そのステップで読み出す

共有変数の所有者を Pj とする．

• Pi が Pj の居眠りを検知したとき，または Pj

が自身の居眠りを検知したときは，Pj の局所時計に

合わせることも，一致確認もしない．次のステップで

は listの次のプロセッサの共有変数を読み出す．この

とき，Pi は Pj の時計を無視すると呼ぶ（68行）．

• Pj がまだ調整中モードのときは，今回のステッ

プでは Pj の局所時計に合わせない，または 一致確認

をしない．次のステップでも再び Pj の読出しをする．

• Pi がこれまで局所時計を合わせた，または一致

確認したプロセッサが信頼できないと判断したら，現

在の局所時計を棄却し（81行），Pj の局所時計に合わ

せる．このために，局所時計を合わせた，または一致

確認したプロセッサ集合を表す Sync, 無視または棄

却をしたプロセッサの集合Async を使う．

• Pi と Pj が，現在の世代で，共通のプロセッサ

Pm の局所時計に合わせた，または一致確認している

にもかかわらず，両者の局所時計が一致しないならば，

Pi は partial resetを行い時計調整をやり直す．

プロセッサ Pi は，Pi より早く時計調整を始めたす

べてのプロセッサ，すなわち配列 listにおいて Pi よ

り前にあるすべてのプロセッサの局所時計に対し，合

わせる，一致確認をする，または無視したとき，手続

き check adjustにより Pi は調整中モードから調整済

モードに移行する．プロトコルWCSは，現在の世代の

時計調整を始めてから Piが居眠りすることなく動作し

続けている場合は，Pi.Work count = 6n に達する前

に調整中モードから調整済モードへ移行することを保

証する（補題 4で証明）．そこで，調整済モードへ移行

することなく Pi.Work count = 6n に達するならば，

Pi が居眠りしていたことになり，partial reset を行い

時計調整をやり直す．以降，この場合の partial reset

を時間超過リセット，他の場合，すなわち先に述べた

場合と後で述べる手続き check nap による場合を居

眠りリセットと呼んで区別する．

3. 1. 3 居眠りのチェック（手続き check nap）

各プロセッサは，初期状態からのステップ数を表す

共有変数Count（初期値 0）を使う．また，新しい世

代の時計調整を開始するたびに更新する共有変数Gen

（初期値 1）をもつ．Gen = g の間の時計調整を，世

代 g の時計調整と呼ぶ．

プロセッサ Pi が Pj の共有変数を読み出すステップ

において，前回の Pj の共有変数を読み出したステッ

プからの Pi.Count , Pj .Count の増分の差（図 2，第

38行，diff で表す）により，Pi は自身または Pj が

居眠りしていたことを判定する．Pi が Pj の居眠りを

検知したならば（第 40行の条件式が成立），Pj .Gen

の値を Pi の変数 Invalidj に代入することにより，Pi

は Pj の居眠りを Pj に知らせる．Pi は自身の居眠り

を検知したときに Pi.Work count >= n ならば（第 42

行または第 43行の条件式が成立），partial resetを行

う（注 2）．プロセッサ Pi が居眠りをしたならば，複数

のプロセッサとの Countの増分差の比較において Pi

が Pi 自身の居眠りを検知し得る．このような居眠り

検知の重複を避けるため，Pi.Work count >= n を条

（注 2）：手続き check napは完全に居眠りを検知できるわけではない．
例えば，すべてのプロセッサが同時に同期間居眠りをするような場合は，
どのプロセッサも居眠りをしなかったかのように動作を継続する．しか
し，プロトコルWCSが正当であるために十分な居眠り検出は行ってい
る．
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件としている．

3. 2 WCS の正当性

プロトコルWCSが同期時間 12nの無待機時計合せ

プロトコルであることを示す．本論文では，一部の補

題に関しては証明を省略する．詳細は文献 [5]を参照

されたい．

同期時間を，プロセッサが居眠りをしてから

partial reset を行うまでのステップ数と，時計調整を

始めてから（初期状態または partial resetを行ってか

ら）調整済モードへ移行するまでのステップ数に分け

て考える．プロトコルWCSでは，調整ピリオドでの

n 回のステップ後も調整中モードから調整済モードへ

移行しないならば，Pi.Work count(t′ − 1) = 6n− 1

なる時刻 t′ で時間超過リセットを行う．補題 4 では，

調整中モードのプロセッサが時計調整を始めてから居

眠りをしていない，かつ居眠りリセットを行わないな

らば，Pi.Work count(t′ − 1) = 6n − 1 なる時刻 t′

までに調整済モードへ移行することを示す．補題 7 で

は，調整済モードの二つのプロセッサが十分長く居眠

りすることなく動作し続けているならば，両者の局所

時計の値が一致することを示す．補題 8 では，プロ

セッサが居眠りをしてから partial resetを行うまでの

ステップ数がたかだか 6n であることを示す．補題 9，

10で，任意の実行に対し調整完了性と一致性が成り立

つことを示す．

時計調整を始めた時刻の前後関係を表すため，ti < tj

または ti = tj ∧ i > j ならば，(ti, i) ≺ (tj , j) と定義

する．また，(ti, i) ≺ (tj , j) または (ti, i) = (tj , j) な

らば，(ti, i)  (tj , j)とする．プロセッサ Pi の時刻 ti

の手続き sort listにおいて，list[p] = j,list[p′] = j′

なるプロセッサ Pj ,Pj′ に対し p < p′ が成り立つなら

ば，Pj −→i
ti
Pj′ と記す．

手続き sort listのソートの結果に関して以下の補題

が成り立つ．

［補題 1］ 任意の時刻を tとする．区間 [t+2n+1, t+

5n]において，三つのプロセッサ Pj1 , Pj2 , Pj3 は正常

に動作し続け，かつ partial resetを行わないとする．

また，(t1, j1)  (t2, j2) ≺ (t3, j3), t1 >= t + 4n + 1

かつ t3 <= t + 5n である時刻 t1, t2, t3 で，それぞれ

Pj1 , Pj2 , Pj3 が手続き sort listを行ったとする．この

とき，Pj2 −→j3
t3
Pj3 ならば，Pj′ −→j1

t1
Pj1 なるすべ

ての j′ に対し，Pj′ −→j3
t3
Pj2 または Pj3 −→j3

t3
Pj′ が

成り立つ． ✷

steps(Pi, t
′, t) を以下のように定義する．t′ < t の

とき，区間 [t′, t − 1] でのステップ数とする．また，

t′ = t のときは steps(Pi, t
′, t) = 0 とし，t′ > t

のときは −steps(Pi, t, t
′) と定義する．この定義

より，任意の t1, t2, t3 に対して steps(Pi, t1, t2) +

steps(Pi, t2, t3) = steps(Pi, t1, t3) が成り立つ．プロ

トコルより，steps(Pi, t
′, t) に対し，以下の事実が成

り立つ．

［事実 2］ 任意のプロセッサ Pi, Pj と時刻 t に対し，

steps(Pi, t
′, t)が以下を満たすような時刻 t′ が存在す

るならば，Pi は区間 [t′, t− 1] のある時刻で Pj が所

有する共有変数を読み出すステップを行っている．

(a) n <= Pi.Work count(t− 1) <= 5n または 7n <=
Pi.Work count(t− 1) ならば，steps(Pi, t

′, t) = n

(b) 5n < Pi.Work count(t − 1) < 7n ならば，

steps(Pi, t
′, t) = 2n

(c) Pi.Work count(t − 1) < n ならば，steps

(Pi, t
′, t) = 3n− 1 ✷

Pi が世代 g の調整ピリオドでのステップ数，すな

わち，時刻 t で sort listを行った後，partial resetを

実行するか調整済モードへ移行する時刻 t′ までのス

テップ数 steps(Pi, t + 1, t′ + 1) を α(Pi, g) と記す．

補題 3，4 では，以下に示す条件 Aを満たすプロ

セッサ Pi を考える．

　条件 A： Pi が時刻 t で partial resetを実行し，

work(Pi, t+6n) >= 6nかつ [t, t+6n]で居眠りリセッ

トを行わない．

条件 A を満たす Pi に対し，ᾱ = α(Pi, Pi.Gen(t))

とする．このとき，世代 Pi.Gen(t) の時計調整で Pi

が時間超過リセットを行うならば，時刻 t + 6n で

partial resetを行うので ᾱ = n が成り立つ．よって，

ᾱ < n が成り立つならば，Pi が時刻 t までに調整済

モードへ移行する．

条件 Aを満たすプロセッサ Pi が調整ピリオドに

いる区間 [t + 5n + 1, t + 5n + ᾱ] に属する各時刻

s に対し，2 種類のプロセッサ readers, dests を以

下のように時刻 t + 5n + ᾱ から再帰的に定義する

（図 4）．まず，readert+5n+ᾱ = Pi とする．時刻 sで

readers が読み出す共有変数の所有者を dests と定義

する．readers, dests(t + 5n + 2 <= s <= t + 5n + ᾱ)

に対し，readers が時刻 s と s − 1 で同じプロセッ

サの共有変数の読出しをするならば readers−1 =

readers と定義し，異なる共有変数の読出しをす

るならば readers−1 = dests と定義する．ここで，

dests (t + 5n + 1 <= s < t + 5n + ᾱ) のリスト
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図 4 プロセッサ，時刻の定義
Fig. 4 Definitions of processors and times.

dlist = destt+5n+1, destt+5n+2, · · · , destt+5n+ᾱ を，

readers が同一でありかつ連続するように分割した極

大部分リスト dlist1, dlist2, · · · , dlisth を考える．各
x(1 <= x <= h)に対し，dlistx で共通の readers を

Pix , dlistx = destsx , destsx+1, · · · , dests′x とし，Pix

が世代 Pix .Gen(s′x −1)において sort listを行うなら

ば，その時刻を sort timex とする．ここで，以下の

補題が成り立つ．

［補題 3］ すべての x(1 <= x <= h) に対し，以下が成

り立つ．

(a) dlistx の要素はすべて異なる．

(b) Pix は区間 [t + 2n + 1, s′x − 1] で居眠りをし

ない．

(c) x < h な らば ，(t + 4n + 1, 0) 
(sort timex, ix) ≺ (sort timex+1, ix+1)

(証明) すべての x(1 <= x <= h) に対して条件が成り

立つことを x = h の場合から帰納的に示す．

まず，x = h の場合に条件 (a)，(b) が成り立つ

ことを示す．定義より，Pix = Pi である．また，

work(Pi, t + 6n) >= 6n より区間 [t + 2n + 1, s′h − 1]

で居眠りしていない．Pi は [sh, s
′
h] で調整ピリオド

にあるので，この区間では list の順に共有変数を

読み出している．したがって，dlisth は destsh と

destsh −→ih

sort timeh Pm −→ih

sort timeh Pi なるすべ

ての Pm からなり，dlisth の要素はすべて異なる．

次に，x + 1, · · · , h に対して条件 (a)，(b)，(c)が

成り立つならば，x に対して条件 (a)，(b)，(c) が

成り立つことを示す．まず，(b) が成り立つことを

示す．定義より，Pix = destsx+1 である．Pix+1 は

時刻 s′x, sx+1 で連続して Pix の共有変数を読み

出す．ここで，Pix+1 は時刻 s′x で調整ピリオドに

いるので Pix+1 .Work count(s′x − 1) >= 5n であり，

(sort timex+1, ix+1)  (sort timeh, ih) が成り立つ

ので，2n + 1 <= Pix+1 .Work count(t + 3n) <= 3n が

成り立つ．よって，事実 2より区間 [t+2n+1, t+3n]

に Pix+1 が Pix の共有変数を読み出すステップが存

在する．[t + 3n, s′x − 1] で Pix が居眠りをしている

ならば，遅くとも時刻 s′x までに Pix+1 が Pix の居

眠りを検知するか，時刻 s′x − 1 までに Pix が自身

の居眠りに気づいて次世代の時計調整を始めている．

また，Pi.Work count(t + 2n) = 2n が成り立つの

で，事実 2 より区間 [t + n + 1, t + 2n] に Pi が Pix

の共有変数を読み出すステップが存在する．よって，

[t+2n+1, t+3n−1]で Pix が居眠りをしているなら

ば，Pi に必ず検知される．時刻 s′x − 1で Pix は調整

ピリオドにあるので，Pix .Work count(t + 5n) >= n

が成り立ち，事実 2 より [t + 3n + 1, t + 5n] で Pi

の共有変数を通して Pix が自身の居眠りを検知する．

よって，時刻 sx+1 では Pix 以外のプロセッサの共有

変数を読み出すので，矛盾する．よって，Pix は区間

[t+ 2n+ 1, s′x − 1]で居眠りをしていない．すなわち，

(b)が成り立つ．

また，時刻 s′x − 1 で Pix は調整中モードにいる

ことより Pix .Work count(s′x − 1) < 6n が成り立

つので sort timex >= t + 4n + 1 が成り立つ．区間

[t + 4n + 1, sort timex+1] で Pix , Pix+1 はともに居

眠りしていないので，Pix −→ix+1
sort timex+1 Pix+1 よ

り，(sort timex, ix) ≺ (sort timex+1, ix+1) が成り

立つ．すなわち，(c)が成り立つ．

(sort timex, ix)  (sort timeh, ih) が成り立つ

ので，区間 [sx, s
′
x] で Pix は調整ピリオドにあ

る．よって，dlistx は destsx と destsx −→ix
sort timex

Pm −→ix
sort timex dests′x なるプロセッサ Pm からな

り，dlistx の要素はすべて異なる．すなわち，(a)が

成り立つ． ✷

［補題 4］ 条件Aを満たすプロセッサ Piは時刻 t+6n

までに調整済モードへ移行する．

(証明) すべての s (t+5n+1 <= s <= t+5n+ ᾱ)の間

で dests が異なり，かつ dests として Pi が現れない

ことを示すことにより，ᾱ < nが成り立つことを示す．

h = 1 の場合，すなわち dlist = dlist1 の場合，補
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題 3 (a)より dlist の要素はすべて異なり，また dlist

に Pi が現れない．したがって，ᾱ < n が成り立つ．

次に h > 1 の場合を考える．補題 3 (a)より，任意

の x(1 <= x <= h)に対し dlistx の要素がすべて異なる．

以下では，任意の異なる x, y(1 <= x <= h, 1 <= y <= h)

に対し，Pi が dlistx に現れず，dlistx と dlisty に共

通要素が現れないことを示す．補題 3 (b) より，任

意の x, y(1 <= x < y <= h) に対し，Pix は区間

[t + 2n + 1, t + 5n] を含む区間 [t + 2n + 1, s′x − 1]

で正常に動作し続けている．また，補題 3 (c) より，

(t+ 4n+ 1, 0)  (sort timex, ix) ≺ (sort timey, iy)

が成り立つ．したがって，Pj1 = Pix , Pj2 = Piy−1 ,

Pj3 = Piy , t1 = sort timex, t2 = sort timey−1,

t3 = sort timey と定めたときに補題 1 が成り

立つ．すなわち，Pj′ −→j1
sort timex Pj1 なるプロセ

ッサ Pj′ に対して，Pj′ −→j3
sort timey Pj2 または

Pj3 −→j3
sort timey Pj′ が成り立つ．したがって，dlistx

と dlisty に共通要素が現れることはない．また，

Pi = Pih なので，補題 1 より Pi は dlistx に現

れない． ✷

プロトコルWCSでは，プロセッサはすべての居眠

りを検知するわけではない．よって，二つのプロセッ

サ Pi,Pj が居眠りするタイミングにより，Pi は「Pj

は Pi より後で時計調整を始めた」と判定するときに，

Pj が「Pi は Pj より後で時計調整を始めた」と矛盾

した判定をする場合がある．この場合，Pi, Pj は互い

に局所時計を参照することなく調整済モードへ移行す

ると考えられる．しかし，手続き sort listのソートの

結果に関して以下の補題が成り立ち，Pi, Pj が十分長

く動作しているならば両者が矛盾した判定をすること

はない．

［補題 5］ 任意の時刻を t, 任意の異なるプロセッサ

を Pi, Pj とする．Pi, Pj はそれぞれ時刻 ti, tj で

sort listを行い，かつ，それぞれ区間 [ti, t], [tj , t]

で partial resetを行わなかったとする．このとき，

work(Pi, t) > 4n かつ work(Pj , t) > 4n ならば，

Pj −→i
ti
Pi または Pi −→j

tj
Pj が成り立つ． ✷

手続き adjustの説明で述べたように，プロセッサ Pi

が自分の局所時計をある時刻 ti,j でプロセッサ Pj の

局所時計に合わせた，または Pj の局所時計と一致す

ることを確認したあと，Pi が Pj の局所時計を棄却

することがある．しかし，ti,j 以降に Pi, Pj がともに

partial resetをすることなく動作し続けるような場合

には以下の補題が成り立つ．

［補題 6］ 任意の異なるプロセッサ Pi, Pj に対し，あ

る時刻 t で Pi, Pj がともに調整済モードであったと

し，work(Pi, t) > 4n,work(Pj , t) > 4n が成り立つ

とする．また，時刻 ti,j で Pi は自分の局所時計を Pj

の局所時計に合わせた，または Pj の局所時計と一致

することを確認したとし，区間 [ti,j, t] で Pi, Pj はと

もに partial resetを行わないとする．このとき，区間

[ti,j , t] で Pi は Pj の局所時計を棄却しない． ✷

［補題 7］ 任意の時刻を t, 任意の異なるプロセッサ

を Pi, Pj とする．時刻 t で Pi, Pj がともに調整

済モードであったとする．このとき，work(Pi, t) >

4n,work(Pj , t) > 4n ならば ，Pi.Clock(t) =

Pj .Clock(t) が成り立つ．

(証明) Pi, Pj は，それぞれ世代 Pi.Gen(t), Pj .Gen(t)

の時計調整において，sort listを行っている．Pi, Pj が

sort listを行った時刻をそれぞれ ti, tj とすると補題

5 より Pj −→i
ti
Pi または Pi −→j

tj
Pj が成り立つ．一

般性を失うことなく，Pj −→i
ti
Pi と仮定する．このと

き，Pi は世代 Pi.Gen(t) のある時刻 t′ で自分の局所

時計を Pj の局所時計の値と合わせるか，一致している

ことを確認し，区間 [t′, t] で Pj は partial resetを行

わない．よって，Pi.Clock(t′) = Pj .Clock(t′ −1)+1

が成り立つ．ここで，補題 6 より，区間 [t′, t] で Pi

が Pj の局所時計を棄却することはない．また，区間

[t′, t] で Pi, Pj はともに partial resetをすることはな

いので，それぞれステップごとに局所時計の値を 1ず

つ増やす．したがって，

steps(Pi, t
′, t) = steps(Pj , t

′, t) (1)

であることを示せばよい．ここで，t′ >= t − 4n + 1

ならば，区間 [t′, t] では Pi, Pj はともに正常に動作

し続けるので明らかに式 (1)は成り立つ．以下では，

t′ < t− 4n + 1 の場合を考える．

事実 2 より，区間 [t − 4n + 1, t − n] のある時

刻 t′′ で Pi は Pj の局所変数を読出しするステッ

プを行っており，また t′′(<= t − n) より後で Pj は

Pi の局所変数を読出しするステップを行っている．

区間 [t′, t] で Pi, Pj はともに partial resetを行わな

いので，区間 [t′, t′′] の各ステップで Pi が Pi また

は Pj の居眠りを検知することはない．したがって，

steps(Pi, t
′, t′′) = steps(Pj , t

′, t′′) である．更に，区

間 [t,′′ t] では Pi, Pj はともに正常に動作し続けるの

で steps(Pi, t,
′′ t) = steps(Pj , t,

′′ t) が成り立つ．し

たがって，式 (1)は成り立つ． ✷
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次の補題で，居眠りをしてから partial resetを行う

までのステップ数を考察する．

［補題 8］ プロセッサ Pi が時刻 t で partial resetを

実行したならば，work(Pi, t) < 6n が成り立つ．

(証明) Pi は時刻 tで Pj が所有する共有変数を読み出

すとし，tより前で最後に Piが Vj を読み出すステップ

を行った時刻を t′ とする．時刻 tの partial resetが時

間超過リセットならば，補題 4 より work(Pi, t) < 6n

が成り立つ．時刻 t の partial resetが居眠りリセット

ならば，以下の (a)～(c)の条件式のうちいずれかが成

り立つ．

(a) 第 42 行：Pi.Work count(t − 1) >= n かつ

Pi.diff(t) < 0

(b) 第 43 行：Pi.Work count(t − 1) >= n かつ

Pj .Invalidi >= Gen

(c) 第74–75行：Pi.Sync(t−1) �⊂ Pj .Async (t−1),

Pj .Sync |= ∅かつ Pi.Clock(t− 1) |= Pj .Clock(t− 1)

(a)，(b)が成り立つ場合に work(Pi, t) < 6n が成り

立つことは，事実 2を用いて示される．以下では，(c)

が成り立つ場合を考察する．

時刻 tで第76行を行うことよりPi.Work count(t−
1) < 6n であり，Pi.Sync(t − 1) |= ∅ より Pi は

5n <= Pi.Work count(tm−1) < Pi.Work count(t−
1) である時刻 tm で，調整済モードのプロセッ

サ Pm の局所時計と自分の局所時計を合わせる

か，一致していることを確認している．このとき，

Pi.Clock(tm) = Pm.Clock(tm − 1) + 1 が成り立つ．

以下では，work(Pi, t) >= 6n を仮定して矛盾を導く．

Pi, Pj が t 以前で最後に sort listを行った時刻

をそれぞれ ti, tj とする．また，Pi が t 以前で

最後に partial reset を行った時刻を t0, すなわち

Work count(t0) = 0 とする．ただし，t 以前に

partial reset を行っていないならば，t0 = 0 とする．

work(Pi, t) >= 6n かつ Pi.Work count(t − 1) < 6n

より，Pi は [t0, t] では居眠りすることなく正常

に動作し続ける．事実 2 より，[t0 + 1, t0 + n] に

Pi が Pj , Pm それぞれの局所変数を読み出すステ

ップが存在する．また，Pi は，tm より前で Pm

の，t より前で Pj の居眠りを検知しない．した

がって，work(Pm, tm − 1) >= tm − t0 − n > 4n,

work(Pj , t − 1) > work(Pj , tm − 1) > 4n が成り立

つ．以下，時刻 tm − 1 での Pj のモードにより場合

分けして考える．

(c1) 時刻 tm − 1 で Pj が調整済モードの場合

補題 7 より Pm.Clock(tm − 1) = Pj .Clock(tm − 1)

が成り立つ．区間 [tm, t − 1] で Pi, Pj が居眠りする

ことはないので，Pi.Clock(t− 1) = Pj .Clock(t− 1)

が成り立ち，(c)に矛盾する．

(c2) 時刻 tm − 1 で Pj が調整中モードの場合

Pi, Pj はともに tm − 3n(> t − 4n) 以降の各プロ

セッサの Work count の値をもとに sort listを行う．

Pi, Pj , Pmは [tm−3n, tm−1]で正常に動作し続けるの

で，Pm −→i
ti
Pj よりPm −→j

tj
Pjが成り立つ．したが

って，Pj は世代 Pj .Gen(t−1)中のある時刻 t′mで Pm

の局所時計に自分の局所時計を合わせるか，Pm と自分

の局所時計が一致することを確認している．すなわち，

Pj .Clock(t′m) = Pm.Clock(t′m − 1) + 1 が成り立つ．

Pm は区間 [t′m, tm−1]または [tm, t′m−1]で正常に動

作し続け，Pj は区間 [t′m, t−1]で正常に動作し続ける．

したがって，steps(Pj , t
′
m, t) = steps(Pm, t′m, tm) +

steps(Pi, tm, t)より Pi.Clock(t−1) = Pj .Clock(t−
1) が成り立ち，(c)に矛盾する． ✷

［補題 9］（調整完了性） 任意の t >= 1, 任意のプ

ロセッサ Pi に対し，work(Pi, t − 1) >= 12n な

らば Pi.Mode(t − 1) = “adjusted” が成り立

ち，work(Pi, t) > 12n ならば Pi.Clock(t) =

Pi.Clock(t− 1) + 1 が成り立つ．

(証明) プロセッサ Pi が t − 12n 以前で最後に

居眠りした時刻を tn とすると，tn 以降の時刻

t′ で partial reset を実行した場合，補題 8 より，

work(Pi, t
′) < 6nが成り立つ．よって，work(Pi, t) >=

12nならば，Piは時刻 t−6n以降に partial resetを行

うことはない．よって，Pi.Work count(t−1) >= 6nが

成り立ち，補題 4 より Pi.Mode(t−1) = “adjusted”

が成り立つ．また，work(Pi, t) > 12n ならば，Pi

は時刻 t で調整済モードのステップを行うので

Pi.Clock(t) = Pi.Clock(t−1)+1が成り立つ． ✷

［補題 10］（一致性） 任意の t >= 1, 任意のプロセッサ

Pi, Pj に対し，work(Pi, t) >= 12n,work(Pj , t) >= 12n

ならば Pi.Clock(t) = Pj .Clock(t) が成り立つ．

(証明) 補題 9 より，Pi.Mode(t − 1) = “adjusted”

かつ Pj .Mode(t− 1) = “adjusted”である．よって，

補題 7 より Pi.Clock(t) = Pj .Clock(t) が成り立つ．

✷

［定理 11］ プロトコル WCS は，同期時間 12nの無

待機時計合せプロトコルである． ✷

また，同期時間に関して以下の定理が成り立ち，プ

ロトコルWCSの同期時間はオーダ的に最適である．
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［定理 12］ 同期時間が n − 2 以下の無待機時計合せ

プロトコルは存在しない．

(証明) 同期時間 k <= n − 2 の時計合せプロトコル

A が存在すると仮定し，矛盾を導く．次の三つの条件

を満たす二つの実行 E = c0π1c1 · · · , E′ = c′0π
′
1c

′
1 · · ·

を考える．以下，ClockE ,ClockE′ と記すときは，そ

れぞれ実行 E,E′ における Clock の値を表す．

(条件 1) ある時刻 t に対し，c0π1c1 · · · ct = c′0π
′
1c

′
1

· · · c′t が成り立ち，すべてのプロセッサ P に対して

work(P, t) >= k が成り立つ．

このとき，一致性より，P0.ClockE(t) = · · · =

Pn−1.ClockE(t) = P0.ClockE′(t) = · · · =

Pn−1.ClockE′(t) が成立する．この値を clock(t) と

する．

(条件 2) 実行 E に対し，πt+1 = πt+2 = · · · =

πt+n−2 = {P0} が成り立つ．
このとき，調整完了性より，実行 E では P0.ClockE

(t + n− 2) = clock(t) + n− 2 が成り立つ．ここで，

P0 の区間 [t+1, t+n−2]でのステップ数は n−2な

ので，その間にあるプロセッサが所有する共有変数の

読出しをしない．そのプロセッサを Pi(i |= 0) とする．

(条件 3) 実行E′に対し，π′
t+1 = {Pi}, π′

t+2 = · · · =

π′
t+n−1 = {P0, Pi} が成り立つ．
このとき，調整完了性より，実行 E′ において

Pi.ClockE′(t + n− 1) = clock(t) + n− 1

が成り立つ．また，両実行 E,E′ において P0, Pi 以外

のプロセッサは区間 [t+ 1, t+ n− 2] ではステップし

ないので，実行 E′ における区間 [t+2, t+n−1]での

P0 の動作は，実行 E における区間 [t + 1, t + n− 2]

での P0 の動作に一致する．よって，

P0.ClockE′(t + n− 1)=P0.ClockE(t + n− 2)

=clock(t) + n− 2

が成り立つ．しかし，一致性より Pi.ClockE′(t+n−
1) = P0.ClockE′(t + n − 1) が成り立つはずであり，

矛盾する． ✷

4. む す び

本論文では，共有メモリマルチプロセッサシステム

における時計合せプロトコルについて考察した．フェー

ズ内システムにおける同期時間 12n の無待機時計合

せプロトコル WCS を提案し，このプロトコルが同

期時間に関してオーダ的に最適であることを示した．

同期時間 O(n2) の Dolevら，Papatriantafilouら

のプロトコルでは 1 ステップの計算量が定数である．

これに対し，プロトコルWCSは手続き sort listを行

うステップでプロセッサが要素数 n のソートを行う

ため，1ステップで計算量 O(n logn) の内部計算が可

能なシステムにしか適用できない．しかし，プロトコ

ル WCS をヒープを使用するように修正すれば，1 ス

テップを計算量 O(log n) で行う同期時間 12n のプロ

トコルを構成できる．

今後の課題としては，同期時間が O(n) の自己安定

性のある無待機時計合せプロトコルの考察などが挙げ

られる．
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